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Bevezeto˝
A kombinatorikus geometria´ban egyik alapproble´ma annak meghata´roza´sa,
hogy egy gra´f lerajzolhato´-e adott s´ıkbeli ponthalmazra metsze´smentesen,
egyenes e´lekkel. A proble´ma ero˝sebb va´ltozata, amikor a gra´f e´s a ponthalmaz
pontjai egyara´nt sz´ınezettek, e´s minden pontot azonos sz´ınu˝ho¨z kell rendelni
(a [8] cikk feldolgozza ezt a te´ma´t). E´rdekes, nem trivia´lis ke´rde´sek veto˝dnek
fel ma´r akkor is, ha egy ke´t sz´ınnel sz´ınezett utat szeretne´nk bea´gyazni egy
ke´t sz´ınnel sz´ınezett ponthalmazba. To¨bben foglalkoztak az alterna´lo´, vagyis
a monokromatikus e´l ne´lku¨li, utak ke´rde´se´vel.
Vegyu¨nk egy tetszo˝leges 2n elemu˝, kiegyensu´lyozott sz´ıneze´su˝ (n pont
piros e´s n pont ke´k) halmazt a s´ıkon. A ce´l meghata´rozni vagy megbecsu¨lni
a leghosszabb metsze´smentes, alterna´lo´ u´ton le´vo˝ pontok sza´ma´t, ha az e´lek
egyenes szakaszok.
A´ltala´nos helyzetben fekvo˝ ponthalmazon sok a nyitott ke´rde´s. Ha a
sz´ınoszta´lyokat elva´lasztja egy egyenes, akkor le´tezik metsze´smentes, alterna´lo´
Hamilton u´t a ponthalmazon [1]. Ez hasonlo´an teljesu¨l, ha az egyik sz´ınoszta´ly
megegyezik a konvex burkon le´vo˝ pontok halmaza´val [1]. Viszont, ha a
sz´ınoszta´lyok nincsenek elva´lasztva egy egyenessel, akkor n ≥ 8-ra tala´lhato´
olyan ponthalmaz (me´g konvex helyzetu˝ is), amelyben nincs metsze´smentes,
alterna´lo´ Hamilton u´t. A felezo˝ egyenesek le´te garanta´lja az [1] eredme´ny
a´ltal, hogy legala´bb n pont van a leghosszabb metsze´smentes, alterna´lo´ u´ton
minden 2n elemu˝, kiegyensu´lyozott sz´ıneze´su˝ ponthalmaz esete´n.
Erdo˝s [6] a fenti ke´rde´st konvex helyzetre fogalmazta meg.
ℓ(P) = max
U metsze´smentes, alterna´lo´ u´t
ℓ(U),




ahol P tetszo˝leges s´ıkbeli, sz´ınezett, 2n elemu˝, konvex helyzetu˝ ponthalmaz.
Az a´ltala´nossa´g megse´rte´se ne´lku¨l feltehetju¨k, hogy pontjaink egy ko¨ro¨n
helyezkednek el. Erdo˝s azt sejtette, hogy a ko¨vetkezo˝ konfigura´cio´ aszimp-
totikusan extrema´lis. Legyen n oszthato´ ne´ggyel! Osszuk fel a ko¨rt ne´gy









Ebben a konfigura´cio´ban pontosan 3n
2
+ 2 pontot tartalmaz a leghosszabb
metsze´smentes, alterna´lo´ u´t.
Kyncˇl, Pach e´s To´th [10] megca´folta´k a fenti seje´st egy egyedu¨la´llo´ kon-


















Figure 1: A Pα,ℓ sz´ıneze´s, ahol ℓ jelo¨li a ro¨vid monokromatikus ı´vek ko¨zo¨s
hossza´t a ke´t ko¨ze´pso˝ ı´ven (itt ℓ = 2)
Eredme´nyek





n) felso˝ korla´tot [7] konvex helyzetu˝ ponthalmazon a
metsze´smentes, alterna´lo´ utak hossza´ra. Ez az eredme´ny ko¨zo¨s te´mavezeto˝m-
mel, Hajnal Pe´terrel.
A fenn eml´ıtett konfigura´cio´ oszta´ly a ko¨vetkezo˝ke´ppen ı´rhato´ le. Legyen
Pα,ℓ egy sz´ıneze´se a 2n = 12L kiegyensu´lyozott sz´ıneze´su˝ ponthalmaznak,
ahol α ∈ [−1, 1] e´s ℓ bizonyos szomsze´dos, monokromatikus ı´vek hossza´t
jelo¨li, la´sd a Figure 1 ke´pen. Feltesszu¨k, hogy αL ege´sz. A monokromatikus
illetve a vegyes sz´ıneze´su˝ ı´veken le´vo˝ pontok sza´ma a ke´pen a belso˝ szo¨gekben
van feltu˝ntetve.
Bebizony´ıtottuk a ko¨vetkezo˝ te´telt:
Te´tel 1. [7] Ha ℓ = Θ(
√
n), akkor ℓ(Pα,ℓ) = 4n3 +O(
√
n).
Ezt az oszta´lyt fu¨ggetlenu¨l Jan Kyncˇl [9] is megtala´lta sza´mı´to´ge´pes
kerese´ssel.
Az also´ korla´t bizony´ıta´sa´nak le´nyege a [10] cikkben a nem kiegyensu´lyozott
ı´vek (le´nyegesen to¨bb pontot tartalmaz az egyik sz´ınoszta´lybo´l) egy okos
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Figure 2: Hogyan ko´doljunk egy sz´ınezett ponthalmazt Dyck-u´tke´nt
definia´la´sa, mı´g a sz´ınek ko¨zti va´ltakoza´s nem gyakori a ko¨r mente´n. Mi
ugyanezt tettu¨k egy ma´s o¨tletet alkalmazva, e´s jobb eredme´nyt kaptunk [7].
Az alapo¨tlete a jav´ıta´sunknak a sz´ınezett ponthalmaz egy egyszeru˝ ko´dola´-
sa. Dyck-u´t seg´ıtse´ge´vel ko´doljuk a ponthalmazunkat. Minden piros pontra
bevezetu¨nk egy ,,fel” egyse´g szakaszt, e´s minden ke´k pontra bevezetu¨nk egy
,,le” egyse´g szakaszt, pe´lda a sz´ıneze´sre e´s a ko´dola´ra a Figure 2 ke´pen. A
se´ta magassa´ga tu¨kro¨zi, hogyan va´ltakoznak a sz´ınek. Mivel kiegyensu´lyozott
sz´ıneze´su˝ ponthalmazt ko´dolunk, a se´ta ugyanazon a szinten fejezo˝dik be,
ahol elkezdo˝do¨tt. A legalso´ szinten a se´ta´t elva´gjuk egy tetszo˝leges ponton.
I´gy egy Dyck-utat nyeru¨nk, amely ko´dolja a sz´ınezett ponthalmazunkat.
Valo´ja´ban, a ko´dunk tartalmaz minden kombinatorikus informa´cio´t a
proble´ma´ra vonatkozo´an. A Dyck-u´t 2n le´pe´sbo˝l a´ll. Minden le´pe´s egy szint-
ro˝l indul, e´s a szomsze´doson fejezo˝dik be.
Elemi kombinatorikus, de o¨tletes indokla´ssal egy kiegyensu´lyozatlan ı´vet
lokaliza´lunk, amely elvezet az ala´bbi te´telhez:
Te´tel 2. [7] ℓ(n) ≥ n+ Ω(√n).
A megoldo´ technika´k bevezette´k a szepara´lt pa´ros´ıta´s fogalma´t, vagyis az
olyan pa´ros´ıta´se´t, amelynek e´lei nem metszik egyma´st geometrikusan, e´s az
e´lek halmaza elmetszheto˝ egy egyenessel.
Az irodalomban vizsga´lt esetekben a leghosszabb metsze´smentes, alterna´lo´
u´ton le´vo˝ pontok sza´ma n e´s 2n ko¨ze´ esik, amı´g a sz´ınoszta´lyok ko¨zo¨tti al-
terna´la´sok sza´ma o(n). Ha a sz´ınoszta´lyok ko¨zo¨tti alterna´la´sok sza´ma linea´ris
volna, akkor a leghosszabb metsze´smentes, alterna´lo´ u´t ”tu´l” hosszu´ lenne.
Ha ez a sza´m o(n), akkor a hosszu´ metsze´smentes, alterna´lo´ u´t le´te garanta´l
egy nagy szepara´lt pa´ros´ıta´st is. Vegyu¨k e´szre, hogy ez ford´ıtva mindig igaz,
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vagyis ha van nagy szepara´lt pa´ros´ıta´s, akkor van hosszu´ metsze´smentes, al-
terna´lo´ u´t is. Eze´rt e´rdemes a szepara´lt pa´ros´ıta´sokra koncentra´lni.





pont van tetszo˝leges szepara´lt pa´ros´ıta´sban [12]. Ko¨ztu¨k az egyik konstrukcio´
nagyban ku¨lo¨nbo¨zik minden kora´bbi konstrukcio´to´l. Egy sz´ıneze´si minta´t is






Le´ırom a ke´t fo˝ konstrukcio´t, e´s megadok egy harmadikat az egyiku¨k
a´ltala´nos´ıta´sa´val.
A szepara´lt pa´ros´ıta´s me´rete az a´ltala lefedett pontok sza´ma. Egy (as, bs)
blokk egy as pontot tartalmazo´ piros ı´vbo˝l e´s egy bs pontot tartalmazo´ ke´k
ı´vbo˝l tevo˝dik o¨ssze. Egy s(b, a) blokk egy b pontot tartalmazo´ piros ı´vbo˝l
e´s egy a pontot tartalmazo´ ke´k ı´vbo˝l tevo˝dik o¨ssze, ahol ez az a + b darab
sz´ınezett pont s-szer isme´tlo˝dik.
Az elso˝ konstrukcio´ C1(s, t): Vegyu¨nk t darab (s, 2s) blokkot egyma´s
mellett a ko¨ro¨n, melyeket t darab s(2, 1) blokk ko¨vet.
A ma´sodik konstrukcio´ C1
+(a, b, s, t): Vegyu¨nk t darab (as, bs) blokkot
egyma´s mellett a ko¨ro¨n, melyeket t darab s(b, a) blokk ko¨vet. Megjegyezzu¨k,
hogy C1
+(1, 2, s, t) = C1(s, t).
A harmadik konstrukcio´ egy sz´ıneze´si oszta´ly C2(s, t): Vegyu¨nk t darab
(s, 2s) blokkot e´s t darab (s, s(1, 1)) blokkot a ko¨ro¨n tetszo˝leges sorrendben.
A ko¨vetkezo˝ket bizony´ıtottam be:





Te´tel 4. [12] C1
+(a, b, s, t)-ben a maxima´lis szepara´lt pa´ros´ıta´s me´rete´nek az















Ebbo˝l ko¨vetkezik, hogy a legnagyobb szepara´lt pa´ros´ıta´s me´rete´nek nagy-
sa´grendje legala´bb 4
3
n. Egyenlo˝se´g a´ll fenn, ha max{a, b} = 2min{a, b}.
Vagyis C1(s, t) optima´lis C1
+(a, b, s, t)-ben.
Te´tel 5. [12] Legyen C2 tetszo˝leges sz´ıneze´s C2(s, t)-bo˝l. Ekkor minden C2-
beli szepara´lt pa´ros´ıta´s me´rete legfeljebb 4
3
n +O(s+ t).
Te´tel 6. [12] Legyen C3 az a sz´ıneze´s C2(1000, t)-bo˝l, ahol a piros to¨bbse´gu˝ e´s
ke´k to¨bbse´gu˝ blokkok va´ltakozva ko¨vetik egyma´st a ko¨ro¨n. Ekkor a legnagyobb
szepara´lt pa´ros´ıta´s me´rete C3-ban legala´bb 1.34n.
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Ha a e´s b konstansok C+1 (a, b, s, t)-ben, akkor a ko¨vetkezo˝ke´ppen gondol-
hatunk a fenti te´telekre. Mivel s · t = O(n), megva´laszthatjuk s-t e´s t-t u´gy,
hogy s, t = O(
√
n), e´s ı´gy O(s+ t) nagysa´grendje elhanyagolhato´ lesz. Ha a
e´s b nem konstansok, akkor megva´laszthatjuk o˝ket u´gy, hogy a sz´ınoszta´lyok
ko¨zo¨tti alterna´la´sok sza´ma e´s a marade´ktag is o(n) legyen, amely u´j ro¨vid
metsze´smentes, alterna´lo´ utakat tartalmazo´ konstrukcio´khoz vezet.
A hatodik te´tel kive´telt ke´pez. Ott s-t nagy konstansnak va´lasztjuk, mı´g
t ǫ · n lesz. Teha´t, O(s+ t) nagyon kicsi, de nem elhanyagolhato´. Az oka en-
nek a ro¨gz´ıte´snek az, hogy C3-ban a sz´ıneze´s diszkrepancia´ja konstans (2000).
Egyideju˝leg az optima´lis szepara´lt pa´ros´ıta´s me´rete nagyon ko¨zel van a sej-
tett e´rte´khez.
Szepara´lt pa´ros´ıta´sokra megfogalmazo´dott az ala´bbi sejte´s.





n) me´retu˝ szepara´lt pa´ros´ıta´s.
Kis diszkrepancia´ju´ sz´ıneze´seket is vizsga´ltam, vagyis olyan ponthalma-
zokat, amelyekben a sz´ınoszta´lyok sza´mossa´ga´nak ku¨lo¨nbse´ge felu¨ro˝l korla´toz-
va van tetszo˝leges intervallumon. A szepara´lt pa´ros´ıta´sok egyszeru˝bbek az al-
terna´lo´ utakna´l. Minden alterna´lo´ u´t megkaphato´ egy szepara´lt pa´ros´ıta´sbo´l
e´s esetleges oldale´lekbo˝l. A kis diszkrepancia sok alterna´la´st jelent a sz´ınoszta´-
lyok ko¨zo¨tt, e´s ez maga´ban ve´ve hosszu´ metsze´smentes, alterna´lo´ utat garanta´l.
A szepara´lt pa´ros´ıta´sok tova´bbi elo˝nye az alterna´lo´ utakhoz ke´pest, hogy
vizsga´lhatunk kis diszkrepancia´ju´ sz´ıneze´seket. Mindez a proble´ma me´lyebb
mege´rte´se´hez vezethet, e´s seg´ıtse´get nyu´jthat az also´ korla´t jav´ıta´sa´na´l.




Sajna´latos mo´don ma´r a ha´rom diszkrepancia esete´nek bela´ta´sa is megle-
heto˝sen technikai. A bizony´ıta´s ku¨lo¨nbo¨zo˝ sz´ınu˝ ı´vek pa´rbaa´ll´ıta´sa´n alapszik.
Az eredme´ny jav´ıthato´ lenne egy jobb pa´ros´ıta´si algoritmussal.
Te´mavezeto˝m, Pavel Valtr, kutato´csoportja´val pontok egy specia´lis helyze-
te´t tekintettu¨k. Ponthalmazunkat egy ketto˝s ı´vre helyeztu¨k, amelyet a ko¨vet-
kezo˝ke´ppen definia´ltunk.
Egy konvex illetve egy konka´v ı´v ve´ges ponthalmazok a s´ıkon, amelyek
egy szigoru´an konvex illetve egy szigoru´an konka´v fu¨ggve´ny grafikonja´n fek-
szeknek. A ketto˝s ı´v egy konvex e´s egy konka´v ı´vbo˝l tevo˝dik o¨ssze u´gy, hogy
az ı´vek a´ltal meghata´rozott tetszo˝leges egyenes nem metszi a ma´sik ı´vet, la´sd




Figure 3: Kiegyensu´lyozott sz´ıneze´su˝ ketto˝s ı´v (C1, C2)
A fenti megszor´ıta´sok mellett 2008.-ban bebizony´ıtottuk az ala´bbi te´telt
(Cibulka, Kyncˇl, Me´sza´ros, Stolarˇ, Valtr) :
Te´tel 8. [4] Ha a ketto˝s ı´v mindke´t ı´ve tartalmazza legala´bb a pontok egyo¨to¨de´t,
akkor le´tezik metsze´smentes, alterna´lo´ Hamilton u´t a ponthalmazon. Ha vi-
szont az egyik ı´v a pontok legfeljebb ≈ 1/29-e´t foglalja maga´ba, akkor nem
le´tezik ilyen u´t.
A hosszu´ metsze´smentes, alternalo´, ke´t sz´ınnel sz´ınezett utak te´mako¨re´ben
to¨bb nyitott ke´rde´s marad. Az legjobb also´ e´s felso˝ becsle´s ko¨zti he´zag kon-
vex helyzetben figyelemre me´lto´. Az a´ltala´nos helyzet kivizsga´la´sa is egy
e´rdekes kutata´si ira´ny.
Ve´gu¨l ele´rtu¨nk a te´zis utolso´ re´sze´t ke´pezo˝ eredme´nyekhez. Pavel Valtr
kutato´csoportja´val megoldottuk Peter Winkler [5] egy sejte´se´t. A proble´ma
a ko¨vetkezo˝. Bob felszeleteli a pizza´t nem szu¨kse´gszeru˝en egyenlo˝, ko¨rcikk
alaku´ szeletekre, majd elosztja Alice-szel. Az oszta´s egy-egy szelet elve´telet
jelenti a soron le´vo˝ ja´te´kos a´ltal. Az elso˝ le´pe´s Alice-sze´. O˝ ekkor ba´rmelyik
szeletet elveheti. Minden ma´s le´pe´sben csak egy olyan szelet veheto˝ el, amely
mello˝l ma´r hia´nyzik szelet. Mekkora re´szt nyer el Alice a pizza´bo´l? Peter
Winkler azt sejtette, hogy Alice mindig meg tudja szerezni a pizza 4/9-e´t.
Miuta´n Bob felszeletelte, a pizza a´bra´zolhato´ egy P = p0p1 . . . pn−1 ko¨rsze-
ru˝en rendezett sza´msorozattal e´s a szeletek su´lyaival |pi| ≥ 0 (i = 0, 1, . . . , n−
1). Ha 1 < j ≤ n e´s az egyik ja´re´kos a pi szeletet va´lasztja a (j − 1)-dik
le´pe´sben, valamint a ma´sik ja´te´kos pi−1-t vagy pi+1-t a j-dik le´pe´sben, akkor
a j-dik le´pe´s csu´sza´s, ku¨lo¨nben ugra´s.
Ha a szeletek sza´ma pa´ros volt, akkor ko¨nnyen bela´thato´, hogy Alice-nek
van strate´gia´ja, hogy elnyerje a pizza fele´t. Ha a szeletek sza´ma pa´ratlan,
akkor P = p0p1 . . . pn−1 helyett egy kapcsolo´do´ ko¨rszeru˝en rendezett sorozat-
ra, a V = v0v1 . . . vn−1 = p0p2 . . . pn−1p1p3 . . . pn−2-re te´ru¨nk a´t, amelyet






















Figure 4: A pizza egy felszeletele´se e´s a hozza´ tartozo´ karakterisztikus ko¨r.
Te´tel 9. [5] Tetszo˝leges P -re, Alice-nek van ke´t ugra´st tartalmazo´ strate´gia´ja
elnyerni 4|P |/9-et.
Meghata´roztuk Alice garanta´lt nyerese´ge´t tetszo˝leges sza´mu´ szelet esete´n.
Te´tel 10. [5] Az n ≥ 1-re legyen g(n) a maxima´lis g ∈ [0, 1] u´gy, hogy a




1 if n = 1,
4/9 if n ∈ {15, 17, 19, . . .},
1/2 ku¨lo¨nben
So˝t, Alice-nek nulla ugra´st tartalmazo´ strate´gia´ja van g(n)|P | elnyere´se´re,
ha n pa´ros vagy n ≤ 7; egy ugra´st tartalmazo´ strate´gia´ja van g(n)|P | el-
nyere´se´re, ha n ∈ {9, 11, 13}; e´s ke´t ugra´st tartalmazo´ strate´gia´ja van g(n)|P |
elnyere´se´re, ha n ∈ {15, 17, 19, . . .}.
Ha korla´tozzuk Alice ugra´sai sza´ma´t, a ko¨vetkezo˝ eredme´nyekhez jutunk.
Te´tel 11. [5] (a) Alice-nek van nulla ugra´st tartalmazo´ strate´gia´ja elnyerni
|P |/3-ot, e´s az 1/3 konstans e´les.
(b) Alice-nek van egy ugra´st tartalmazo´ strate´gia´ja elnyerni 7|P |/16-ot, e´s a
7/16 konstans e´les.
A 10.Te´telbo˝l ado´do´an, az ala´bbi te´tel le´ırja a pizza o¨sszes minima´lis
sza´mu´ szeletre valo´ felszeletele´se´t, ahol Bob elnyerhet 5|P |/9-et.
Te´tel 12. [5] Tetszo˝leges ω ∈ [0, 1] etete´n Bobnak van egy ugra´st tartalmazo´
strate´gia´ja 5|P |/9-et nyerni, ha a pizza´t 15 szeletre va´gja a ko¨vetkezo˝ mo´don:
Pω = 0010100(1 + ω)0(2− ω)00202.
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Ezek a felszeletele´sek forgata´sto´l, tu¨kro¨ze´sto˝l e´s a szeletek su´lya´nak tetszo˝leges
c > 0 konstanssal valo´ szorza´sa´to´l eltekintve, le´ırja´k a pizza o¨sszes 15 szeletre
valo´ felszeletele´se´t, ahol Bobnak van strate´gia´ja 5|P |/9-et elnyerni.
Az ω = 0 e´s ω = 1 e´rte´kekre a 12.Te´telbeli felszeletele´sben ha´rom
ku¨lo¨nbo¨zo˝ su´lyu´ szelet fordul elo˝ 0, 1, 2. Ha minden szeletnek ugyanaz a
su´lya, akkor Alice megszerzi a pizza legalala´bb fele´t. De ke´tfe´le su´lyu´ szelet
ma´r elegendo˝ ahhoz, hogy fel lehessen szeletelni a pizza´t u´gy, hogy Bob 5/9-e´t
elnyerje.
Te´tel 13. [5] Forgata´sto´l, tu¨kro¨ze´sto˝l e´s a szeletek su´lya´nak egy tetszo˝leges
c > 0 konstanssal valo´ szorza´sa´to´l eltekintve, egyetlen felszeletele´se van a
pizza´nak 21 szeletre legfeljebb ke´tfe´le su´lyu´ szelettel, ahol Bobnak van strate´gia´ja
5|P |/9-et nyerni. Ez a felszeletele´s: 001010010101001010101.
Le´ırtunk egy linea´ris algoritmust Alice ke´t ugra´st tartalmazo´ strate´gia´ja´nak
megtala´la´sa´ra, amellyel g(n)|P |-t nyer el a 10.Te´tel alapja´n.
Te´tel 14. [5] Le´tezik egy algoritmus, amely a pizza n szeletre valo´ adott fel-
szeletele´se´re, elve´gez egy elo˝sza´mı´ta´st O(n) ido˝ben, a ja´te´k alatt pedig eldo¨nti
Alice minden le´pe´se´t O(1) ido˝ alatt u´gy, hogy Alice legfeljebb ke´tszer ugrik e´s
legala´bb g(n)|P |-t nyer.
A kora´bbi o¨tletek seg´ıtse´ge´vel megadtunk egy hate´kony algoritmust tetszo˝leges
ja´te´kos optima´lis strate´gia´ja´nak meghata´roza´sa´ra. Az algoritmus dinamikus
programoza´st alkalmaz, ido˝ige´nye kvadratikus.
Claim 15. [5] Le´tezik egy algoritmus, amely a pizza n szeletre valo´ adott fel-
szeletele´se´re, megad egy optima´lis strate´gia´t mindke´t ja´te´kosnak O(n2) ido˝ben.
Az algoritmus ta´rol egy optima´lis le´pe´st a soron le´vo˝ ja´te´kosra a ja´te´k minden
lehetse´ges n2 − n+ 2 poz´ıcio´ja´ra.
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